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Résumé —Par cette communication, nous proposons une nouvelle epprde résolution limite basée sur la définition de prokgbiie
résolution dans le contexte d’estimation de parametreti@diménsionnels. Ce critére est fondé sur une approcheapilidte de la séparabilité
et permet également de mesurer la précision des valeunséesti Une étude analytique de ce critére a été proposéeeadeas bu le modele
d’'observation est gaussien. Enfin, une comparaison avetritir®s de résolution existants a été étudiée dans le gambléme de localisation
de sources.

Abstract — In this paper, we propose a new statistical resolution lamiierion based on the definition of probability of resadutin the context
of multi-dimensional parameters estimation. This crirris based on a probabilistic approach of the separabititiadso allows to measure
the accuracy of estimate’s values. Exact and approximatébculus of this criterion is given in the gaussian obséovamodel. Finally, a
comparison with existing resolution limits is studied i tbase of direction of arrival estimation problem.

1 Introduction I'approche précedente soit simple a mettre en oeuvre, elle n
prend pas en compte, de facon explicite, le réglage de la ré-
solution limite en terme de probabilité de séparation eletse
parametres. Heureusement, une troisieme approche a été pro
posée par [6,7] basée sur la théorie de détection. Cettectppr
reformule le probléme de résolvabilité par un test d’hypsth
binaire ou I'hypothésé{, suppose que les données sont gé-
nérées a partir d'un modéle comportant un parametre dantér
(c’est a dire une seule source) et I'hypothésesuppose que
parametres d’'intérét en tenant compte du caractere alédes I?S données suivent un quéle avec.deux paramétres dinté-
observations. rgt. Cette approc_he détermine le seuil de résolution e_q—fonc
tion de la probabilité de fausse alarRg, et de la probabilité

Historiquement, (i) la premiére approche de résolution li- . . . .
mite statistique a été proposée par Cox en 1973 [1]. Cette a e détectionP; en utilisant le test du maximum de vraisem-

. . s . lance généralisé. (iv) La derniére approche est baséeasur |
proche est basée sur les critéres de minimisation nomulés = . : ) N . .
. . R R probabilité de résolution qui permet a la fois de résoudse le
spectrumnoté C (y, 6). Si 6, etf, sont les paramétres a es-

: N . ; s : parameétres d’intéréts et d'imposer la précision de I'estiom.
timer a partir des observations ce critéere affirme qué; et . A . S .
. : 0,+0. Ceci consiste a déterminer la probabilite.; tel que les esti-
0, sont résolvables gi, 4, [C (v.61)] < Eyjo,.0, [C (v, 23%)] et ! : X e .
P . . més appartiennent a des ensembles disjoints. Par consgquen
Eyjo, .0, [C (¥,02)] < Eyjo,.1, [C (v, 25%2)] . Ces deux derniers cri- . . . ;
N : L o N ., les paramétres sont résolus avec une probaljilifg et des in-
téres, sous certaines conditions, sont équivalents a witke ét : L S
" . . . tervalles de confiance sont établis pour les valeurs estin@ee
de la convexité de la fonctioRy¢, 4, [C (y, )] au point mé-

dian def, etf, [2]. Cependant, les critéres susmentionnés de(_:oncept a été initialement introduit par Oh et Kashyap [8}sda

pendent de Ialgorithme utilisé. (ii) Une deuxiéme appmch le cadre de paramétre scalaire puis étendue par Clark [$] dan

basée sur la Borne de Cramér-Rao (BCR) a été proposé dalﬁscas d’estimation de parameétres multidimensionnels deu

[3,4]. Cette derniére a I'avantage d’'étre indépendanteatie | deux decorreles, et issus d_un .proceSSl,J,S gaussien.
gorithme choisi. Ce critére stipule qae et #; sont résolus Le but de cette communication est d’étendre la derniere ap-

Si |0, — 03] > 2max (\/BCR @), /BCR (92>>. Cependant, ce critére proche pour des problémes d’estimation de paramétres-multi

-.dimensionnels, non nécessairement gaussiens, ni désogélé
ne prend pas en compte le couplage entre les deux paramét

res. ., . S . i -
Ainsi, une amélioration a été proposé par Smith [5], sous |§e déterminer la probabilité de résolution en utilisant ales

forme suivantef — 0> > BCR (|0, — 65|). (iii) Bien que proximations d’ensembles disjoints.

La résolution limite caractérise la distance minimale entr
les parametres d'intéréts au-dessus de laquelle la sigradat
ces parametres est possible. En estimation statisticaiebker-
vations sont modélisées par des variables aléatoires elors |
caractéristiques dépendent des paramétres d’intérési, Ain
est nécéssaire d’introduire la notion de "résolution knsta-
tistique" qui définit une probabilité de résolution/séparades




2 Rappels et définitions hyper-ellipse correspondant au gas 2. Et de plus

R (0?,”5'7_”,6;;) = lim Eg (G?nae;ns;tz) = lim Eal (e?rns;ugj;) .
Soit § R etd R deux paramétres a estimer a partir R e o0
1€ 2 € P Pl b apres ces propriétés, tout hyper-rectangléd’), . ;.. ;)

m)Tm)Tm

des observationg € Q. Soit6 = |6, ;| un estimateur des est borné par les hypervolumgs (00 e, eh) et

m)TmITm

parametres; et . Dans [8], le critére de résolution énonce E4 (00 €m, €, qui convergentverg (00 em- €5 ) lorsque

m)TmiTm m)TmITm

que l'estimateud peut résoudre les paramétigset 6, avec s tend vers linfini. Cette propriété d’encadrement du hyper-

une probabilité de résolutioR, ., si rectangle est utile pour déterminer une valeurs approchée d
P —min (Pr (51 — 0 €]-A; A[) Pr (52 0y e]-A; AD) précision d’estimation et du seuil de résolution limite.
(1) 32 Précisi o .
N _ . Loz . . ; . récision d’estimation
OUA = ‘91—292| PuisqueA a été choisi tel que l'intersection
entre les intervalle®); — A;0; + Al et]f; — A; 62 + Al est La qualité premiére d’'un estimateur est sa précision. En es-

nulle, les estimée®, etds, sont bien distinctes et sont restreints timation statistique, la précision d’un estimateur pec éte-

dans leur intervalle respectif avec une probabilité au moinsuré par lafonctiomg, (Om-,e;weyt,> =Pr <5m € R(e?m%aeil))
Pes. Cependant 'extension aux cas de parametres vectoriglgyr tout estimateu#,, du paramétré®’ . C'est la probabi-
n’est pas unique et dépend de la forme des domaines délimitafie que les estimées se restreignent dans un hyper-réet#ng
les estimées de chaque paramétres. En effet, il existe déja upropapilité de résolutiof,., fixée , plus I'hyper-rectangle est

approche proposée par Clark [9] pour des estimateurs-distiheit plus I'estimateud,, sera précis. Par la propriété d’enca-
bués suivant une loi gaussienne ou les domaines déliméant | 4 .o ment (2), nous avons

estimées sont des hyper-ellipses. Dans la s{@g,}
Aai X Vi AtAPA m=lop r(@ € E! (90 & E+)) < Ogo (0 & e*) <Pr(§ € E? (90 & E+))
désignera un ensemble de paramétres d’intéréts a estiraer a ' (9 € £ O en-n) ) < Oop (O ) < Pr (B € B (0 €n-8m) ) -

. . s > : 3)
tir des observationg par| estlmateu{em}m:h”p. contral- | extension de ce critére pour I'estimation d'un ensemide d

rement a [9], le but de cette communication est d’'une part de . o _ T nT1T .
proposer une nouvelle définition de probabilité de résofuti parametred” = {(OTl) (0”) } par des estimateurs de
dans le cas d’estimation de paramétres multidimensionmeats type@ _ {gT o gT} est définie par
nécessairement gaussiens, ni décorélés, basée sur deaelmma ! P
hyper-rectangles et d’autre part. q,etabllr une reIauqordlre Opgo (g’ = E+) _ Pr( A 6, €R (097” e E;)) @)
au sens de mesure de probabilité entre les domaines hyper- m=1
rectangles et les domaines hyper-ellipses permettantatiob T
J yp peesp OUE"T = [(sf*)T e (s;*)T] . L'équation (4) définit la

une méthode d’évaluation plus simple Be ;. P
; . probabilité que I'estimatelf se restreigne aux ensembles
3 Nouvelle approche pour la resolution (g (65, ¢;..<)},._, - Elle équivauta

mvem
multidimensionnelle

m=1..

Ogo (5,5*,5*) =Pr (5 €R (00,5*,?)) , (5
3.1 Approximation d’ensembles disjoints 0l @ € R¥ et R (6°,2~,E*) est un hyper-rectangle dans

Soit {er} et{e;} _, un ensemble de vec- RP?. Enappliquant'encadrement (3) pour (5), on obtient
mJim=1,---,p mJm=1,---,p

teurs réels tel que;;, € R™ ete;, € R, 1 < m < p.  pr(6er! (65 5")) <0p (0.57,5%) <Pr(fer (6’5 ,5Y)).
On définit un hyper-rectangle, nai&(6%,, ;,,,€;5), 1 < m < 6)
Dy PATR (65, e 65) = {0, e RV < j < g, (00),— (%), €|~ (7)1 e5),[ . oUEL (6°, 27, EF) etE?? (6°, 2, E") sontdes hyper-ellipses

ou (0,,); désigne la'§™ composante du vected,,. Donc  dansR??. Cette relation (6) sera utile pour évaluer numériqu-
R (6"0 &}, &,,) délimite un espace d’estimation pour le para-ment la précision de I'estimatedyo (0, =7, E+).

m?) T m?’ T m
metreg”, . Cette définition nous servira pour introduire la pré- o i )
cision et la résolvabilité d’'un estimateur. Ceci peut ééecrit 3.3 Probabilité de résolution
par

R (BBWE;VE:;,) = {Om S Rq‘V1 <j<gq

oy dem) Puisque les données sont aléatoires en estimation sfaésti
(0m>j - (GM) i ; < (Em)} ’ H A H it A 7
: i i il nous semble nécessaire de donner un critere de résolution

avecd (e,,); = (6]). — (€5). et(Em). = (Ei)j;(s; i on probabiliste. Lestimateud peut résoudre les sources avec une
J m/’j m’sy J ’

peut établir la relation d’ordre suivante probabilité de résolutiof.; si
1(g0 — o+ 0 — 0 _— _+ ~ .
E; (05 €m-€m) C R (0. 6,,€0,) C EX (emaemaem)(az) Pres = Ogo (0,5*,5*) - Pr( %1‘97” €R (09,1,5;1,5;))
me
. 7)

a |6, —(60 ) —2Em . . _ (
avece: (69, e,.¢),) = {om cRIS ©m); (fg’f"))f 2 < r} .ou ou{e,,},,_q .. » et{elf}, 1. , Sontsoumis aux contraintes
=1 1) j 3 FARE

r > 0ets > 0. E)(0,,.¢,,¢,) est une généralisation du Vi#j,R(0],e,ef)NR(6),e7,e)=2. (8)



La résolution est totale pOL{ram} s'il existe un en-  ou * est le produit de convolution et, (.) désigne la den-
m:17~~~7p Lz YL . 7 . ,

sité de probabilité de la variable aléatojpedonnée par [11

semble de volumes hyper-rectanglés (6, €;,.€)} | ) P X par [11]

mr»EmsSm _ Aty 1
soumis aux contraintes (8) tel qu&.s = 1. Cependant, le fx (A;‘ui’(j?) = EQL; (Mr ! Iy ( /’\_/{r) ouly(.)estla
L. . L, Lz o3 o T
support de la distribution des estimées est généralement ng,ion de Bessel modifiée d’ordfe Notons que 'encadre-
compact. Par consequent, |a probabifiie; est |nfer|eur,a1, ment établi dans (6) devient de plus en plus étroit lorsgue
et peut dépendre de plusieurs facteurs : le nombre d Observgugmente. A notre connaissance, il n'existe pas dansdaaiitt
tion, le rapport signal & bruit ou encore les volumes coméilé . . . ~
bp 9 ture une méthode d’évaluation fe (0 cF)(6°,E, E*))

{R(6),.c,,eh)}, _, . etc.. Larésolution limite consiste ] _ . )

e b . lorsques > 2. Néanmoins, nous pouvons toujours détermi-

disjoint . o L
P ner directemeni,.., en intégrant numériqguement sur le vo-
lume hyper-rectangle la distribution des estimées lorsdiee
est connue. Pour les distributions gaussiennes multesiig. s
peut étre évaluer numériquement a I'aide de I'algorithnee pr
L'évaluation analytique de (7) est complexe sauf en présendgosé par [12].

de I'expression analytique de la fonction de répartitiofi e

timateurd. Malheureusement, cette fonction de répartition n’est}. App|ication alalocalisation de sources
généralement pas accessible et nous avons au mieux une ex-

pression explicite de la densité de probabilitédiéanmoins 4.1 Performance asymptotique du maximum de

les encadrements donnés en (6) sont plps §|mple a eva}lut_ar et yraisemblance conditionnel

permettent de donner une valeur approximée de la prokabilit

de résolutionP,..;. Notamment si I'estimateur est gaussien La localisation et la séparabilité des sources sont des pro-
ado ~ N (6°+b (00) ,C (6%)) ou @ est la vraie valeur blémes courants en traitement d’antennes motivé au départ p

des paramétred, (00) est le biais de I'estimated et C (90) des usages militaires puis pour des applications civitsdak

sa matrice de covariance. En utilisant I'encadrement (6ot € Positionnement par satellites, la téléphonie mobilensto
domaine hyper-ellipse peut étre écrit sous la forme dérons le probleme d’estimation suivant : on souhaite iocal

ser P sources lointaines a l'aide d’'un réseau Meantennes.

E3 (°,27, ) = {9 € R ||diag~" (E) (6 — 6° — E)||; < /\} Le modeéle d’observation est(t) = A (8°)s(t) + n(t) ou
s o o o y (t) € C¥ sont les données collectées par le réseau d’an-
avecE — S5, d= =55 etdiag (E) transforme le o0 5 pinstant, 90 — (09069 --- 6%]" € CP est le vec-
vecteur= en une matrice diagonale dont les éléments diagoeyr qui contient les directions d'arrivée des sourdesd) =
naux sont les éléments du vect&irOn peut démontrer que [a (9?) a (9(2)) .. a (9%)} c CNXP gst |]a matrice direction-
diag" (E) (b (6°) - %)H;E)v nelle eta (.) est le vecteur directionnel,(t) € RP represente

les signaux émis par les sourcesreft) € CV est le bruit
oU Fy,, (x;u,v) est une extension de loi de khi deux@de-  de mesure. Les paramétres d'intérét sont les directiomrid’ar
grés de liberté avec paramétre de non centralif¢0] et de  vée des source$’, qui sont supposés inconnues et non aléa-
variancess = [o%--- 02 }T ou {U?}izl..pq sont les valeur toire. On suppose que(t) ~ CN (0,0°Iy). Dans le cas du

a chercher le plus largéR (6,,,,,.€5)}
soumis aux contraintes (8) pour uRe., fixée.

3.4 Cas de distributions gaussiennes

Pr(8 e B} (0" ,EY)) = Fo,, (X

pq . . z
propres de la matricéiag—" () C (00) diag™" (). Remar- modeéle conditionnels((¢) est un vecteur inconnue et non aléa-

- toire), il est montré dans [13] que I'estimateur du maximuen d
vraisemblance déterminisig;yp suit une loi gaussienne a fort
rapport signal sur bruit (RSB). Pour une séridtmesures =

quons que dans le cas ou I'estimat@@st non biais® (00) =
0 et lintervalle d’erreur admissible est symétrique cergné
0°,i.e.,d= = 0, alors la fonction de répartition s’écrit sous la

L. ) T =~ o2 ~ -1 N

forme explicite suivante [trte - tr]" 6w ~ NV (60’W [Re (DHPALD@ST)] > od

A L 00 n E _ | da®) da(0) ~ da(9) S LN H

Fo. (\0,v) = (5) ’ Z Wk (—5) 9) D=5 o=gy 90 ‘9:92 0 |g_go, S = Ti;s(tl)s (ti)

Qpg V05 pq I‘(ﬂ—l—k—i—l) =TIy — 0 0y AH (g9)) 0
om0 LT (5 etP,. =Iy— A (6°) (A (8°) A7 (6°)) ' A (6") .
i=1 "
avecw, — F(.1+%),1P(tq%) oiT() est la 4.2 Simulations

intiaipg=k 11700 TR Le but de ces simulations est de comparer le critére de ré-

fonction gamma. La forme générale de I'expressionfdg, _solution proposé avec ceux exhibés dans la littératuresicon
est donne dans [10]. Malheureusement, cette expressish N'gjrons le ca®® = 2 avec une antenne linéaire uniforme. Les
pas facile a programmer. Une méthode alternative numeriqufs x sources sont étroitement espacéa‘sde‘)? _ 98 _ 1

A L By kN
permettant d’évalueFy,, (); u, v) est d'utiliser sa densité de 5 ec e nombre de capteud = 32 et le parametrd: ¢

probabilité définie par {2,4,8,16,32}. Le vecteur directionnel s’écrit

j 51 j —1)sin T
JQpe N, v) = fy (/\; Ly, a%) * ook fy ()\;upq, azq) (10) a(f) = [1 ei2msin(0) ... gj2m(N-1) (9)} et



s(t) = ,/RSTB [1 l]T. Nous définissons I'hyper-rectangle sy- tere de résolution de Lee-Yau-Bressler (noté LYB) [3, 4Ljipo
le critere de Smith (noté S) [5], pour le critere de Shahram-
Milanfar (noté SM) [6] obtenue avec une probabilité de détec
tion P; = 0.95 et une probabilité de fausse alariig = 0.1,
pour le critere de Amar-Weiss (noté AW) [7] obtenue avec

! : . une probabilité de détectioR; = 0.95 et pour les bornes in-
une séparation angulaire deentre les sources. Comme on a, . L s X .
férieures Bl et supérieures BS de notre critere de résalutio

mentionné a la section (3.4), I'évaluation Bg s pour une dis- avec une probabilité de résolution d@5 (Bl P — 0.95 , BS

tribution gaussienne est numériquement lourde et il est plu
. ) P =0.95).
simple de la borner par I'encadrement (6). Ces bornes pour . s . .
Nous remarquons que, parmi tous les criteres mentionnés,

s = 2 peuvent étre obtenue en intégrant la densité de proba- . . : ; g
. o 9 notre critére de résolution est le plus exigeant dans le@eils
bilité (10) qui s’écrit simplement dans ce cAg, ()\; 0,0 ) =

nécessite un RSB important. Par le fait que notre critere res
6’%(?1%*?%) z (1 1 i treint les estimées a appartenir a un volume hyper-reaangl
ees o (7 (0_3 N U_f)) Nous montrons sur la figure avec probablitéP,.;. Notre critére permet ainsi de résoudre
(1), lencadrement d&,., permettant de résoudre les source§eg paramétres mais aussi d’évaluer la précision de I'estim
distantes d& = 135 rad en fonction du RSB. Plus le RSB ey contrairement aux critéres de résolution classiquése

augmente, plus la probabilité de résolutiBn, augmente par focalisent que sur la résolvabilité du probleme.
déduction de ces deux bornes. La figure (2) compare les diffé-

métriqueE~ = 2+ = [ g]T pour P,., (7) tel que les esti-
mées pour chaque parametre appartient a un intervallertisjo
Il s’agit de trouver le RSB minimal permettant de résoudse le

sources avec une probabilité de résolutigp, = 0.95 pour

L'encadrement de la probabilité de résolution P,__ 5 COﬂClUSiOﬂ
1 . . , . .
0.0l Nous avons proposeé un critere de résolution qui permet de
' caractériser les performances en résolution d'un estimaie
0.8 présence de plusieurs parametres. Nous avons illustrglirap
@ 07T cabilit¢ de notre critere de résolution sur un probleme de lo
= 0.6f calisation de sources ou_nous avons mis le lien entre le RSB
o5l minimal permettant de séparer les sources et la distanee sép
| rant les sources.
2 0.4r
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