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Résumé — Dans cette communication, nous proposons une expression de la Borne de Cramér-Rao (BCR) intrinséque concernant la matrice
de covariance pour des données issues d’une distribution elliptique complexe générale. Par rapport aux travaux récents sur ce theme, nous nous
appuyons sur la propriété géométrique des matrices de covariance d’appartenir a une variété Riemannienne. La dérivation s’appuie sur le calcul
d’une nouvelle métrique de Fisher associée aux distributions elliptiques sur cette variété. Ensuite, nous pouvons en déduire une nouvelle BCR
ainsi qu’une nouvelle distance entre deux matrices permettant de définir une Erreur Quadratique Moyenne (EQM) liée a une distance naturelle
sur la variété Riemannienne. En simulation, nous étudions les performances de différents estimateurs sur des données issues de la t-distribution.

Abstract — In this paper, we propose a new Cramér-Rao Bound of the covariance matrix for data drawn from a complex elliptical distribution.
Compared to other references of these last years, we use the geometrical property that the covariance matrices lie in a Riemann manifold. The
derivation is based on the computation of a new metric associated to elliptical distributions on this manifold. Next, a new CRB as well as a
new distance between two matrices allowing to define a Mean Square Error (MSE) linked to the natural distance on the Riemann manifold are

deduced. In a simulation section, different estimators of covariance matrix are studied for data drawn from a t-distribution.

1 Introduction

La matrice de covariance est un élément important dans la
plupart des algorithmes de traitement de signal comme la dé-
tection, 1’estimation par maximum de vraisemblance, la clas-
sification, ... Dans la plupart des cas, elle est inconnue et doit
donc étre estimée a partir d’un ensemble de données. Dans le
cas Gaussien, I’estimateur du maximum de vraisemblance est
bien connu et s’appelle la Sample Covariance Matrix (SCM).
Afin de traiter le cas non Gaussien, il est maintenant usuel
d’utiliser les distributions elliptiques complexes pour modé-
liser ce type de données [1]!. Dans ce cadre, il est possible
de construire des estimateurs du maximum de vraisemblance
(MLE) adaptés aux parametres de la loi. Néanmoins, il existe
d’autres d’estimateurs qui ne sont pas issues de la théorie du
maximum de vraisemblance et qui sont connus pour avoir de
bonnes performances en particulier en terme robustesse. Les
plus connus sont I’estimateur de Huber [2] et celui de Tyler [3,
4] (méme si cet estimateur est aussi I’estimateur du maximum
de vraisemblance d’une sous famille des distributions ellip-

1. Par abus de langage, nous utiliserons le terme de matrice de covariance
alors qu’en fait les distributions elliptiques dépendent d’une matrice de disper-
sion

tiques, les Spherically Invariant Random Vectors). Ces estima-
teurs sont aussi tres intéressants d’un point de vue pratique car
ils n’utilisent pas certains parametres de la distribution ellip-
tique qui sont souvent inconnus en pratique.

Dans tout probléme d’estimation, il est intéressant de com-
parer les performances des estimateurs a une borne de perfor-
mance ultime comme par exemple la borne de Cramér-Rao
(BCR). Pour les matrices de covariances, on peut trouver un
résultat pour la BCR en Gaussien [5]. Cette formule est sou-
vent appelée formule de Slepian-Bang. Pour des données non
Gaussiennes, les travaux sont assez récents et ont considéré tout
d’abord des sous familles des distributions elliptiques comme
la K-distribution [6, 7] ou alors le cas de la matrice de co-
variance seul et a moyenne nulle pour les CES [8]. La réfé-
rence [9] a permis de généraliser ces résultats au cas des dis-
tributions elliptiques a moyenne et matrice de covariance para-
métrées.

Néanmoins, on peut constater que tous les travaux susmen-
tionnés ne considerent pas que les matrices de covariance sont
des matrices symétriques hermitiennes et donc appartiennent
a une variété Riemannienne. Or, le papier [10] (on peut aussi
s’intéresser a une extension de ce travail dans [11]) a montré
dans le cas de données complexes Gaussiennes qu’en utilisant



la distance naturelle sur la variété Riemannienne, on peut trou-
ver une nouvelle BCR qui permet de mieux mesurer le compor-
tement des estimateurs. En particulier, elle permet de montrer
que la SCM souffre de mauvaises performances avec peu de
données ce qui n’est pas mis en avant lorsqu’on s’intéresse a la
BCR classique. Dans ce papier, nous proposons donc d’étendre
les travaux de [10] au cas des distributions elliptiques com-
plexes. En simulation, nous montrerons sur une t-distribution
les performances du MLE et de I’estimateur de Tyler.

Notations : Une lettre en italique est une quantité scalaire,
les caracteres gras en minuscule (majuscule) sont des vecteurs
(matrices) et (.)¥ correspond a I’opérateur transposé conjugué.
Iy est la matrice identité de taille N x N. Tr(R) représente
I’opérateur de trace de la matrice R et E est I’opérateur d’es-
pérance.

2 Distribution Elliptique Complexe

Dans le cas a moyenne nulle, une donnée z € CM 3 distri-
bution elliptique complexe s’écrit de la maniere suivante [1] :

z = vVOR'?u 1)
avec

u~U(CSM) 2
et la factorisation

RI/QRH/Q —R (3)

Dans ce cadre, la densité de probabilité est de la forme
f (2R, g) o [R|"'g (Tr {R™'Z}) “)

ou g est appelé la fonction génératrice (I’exponentielle, par
exemple, pour le cas Gaussien) et Z = zz".
En ignorant les termes constants, la log-vraisemblance de

K (contracté a {z}) est

.....

1({z}[R,g) = —Klog |R| + > log (g (Tr {R™'Zs}))
k=1

5
ou Z, = zkzkH . On utilisera par la suite la fonction suivante
o) - »

g
o(t) = (6)
() g9(t)

3 Borne de Cramer Rao Intrinseque

Le calcul de la BCR intrinseque se déroule en plusieurs étapes
[10]:

1. Calcul de la métrique d’information de Fisher
2. Calcul de la Matrice d’Information de Fisher

3. Calcul de la distance associé a la nouvelle métrique d’in-
formation de Fisher et inégalité entre BCR intrinseque et
erreur quadratique moyenne dans la distance naturelle

3.1 Calcul de la Métrique d’Information de Fi-
sher

Soit JR la différentielle de la matrice de covariance de R.
La métrique d’information de Fisher pour les distributions el-
liptiques complexes est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 3.1. Métrique d’Information de Fisher

Pour un ensemble de données {z.} distribué selon une loi el-
liptique complexe de matrice de covariance R et de générateur
g, la métrique d’information de Fisher sur la variété Rieman-
nienne est donnée par :

grim (OR,0R) = K (aTr{(oRR™1)?

B (7)
+ATr? {ORR™1Y)
a =-— (1 + %E [Qro (Qk)]) .
2 2 4/
5 = - mE [QM (Qk)}

Démonstration. Par manque de place, nous ne présentons que
les étapes principales de la démonstration. Le détail des calculs
seront disponibles dans un prochain papier de revue.

Pour commencer il est nécessaire d’effectuer un développe-
ment de Taylor a I’ordre 2 de I’Eq. (5). Ensuite, en s’inspirant
de la démarche effectuée dans le cas Gaussien dans [10], on
utilise la définition suivante :

2
g7im (OR.OR) = —E [ ([} R+ 10R)

] ©))
t=0

Notons que pour certaines étapes du calcul et en particulier des
termes « et (3, nous avons utilisé une démarche similaire a celle
présentée dans [9]. L]

Dans le cas Gaussien, la métrique équivalente a celle de I’'Eq. (7)

se réduit au premier terme KT'r { (8RR_1)2 }

3.2 Calcul de la Matrice d’Information de Fi-
sher

Proposition 3.2. Matrice d’Information de Fisher

Pour un ensemble de données {z} distribué selon une loi el-
liptique complexe de matrice de covariance R et de générateur
g, la matrice d’information de Fisher G y;p, est la suivante :

0
OM2M]> (19)

Démonstration. Nous ne présentons encore une fois que les
étapes principales de la démonstration. Le détail des calculs
seront disponibles dans un prochain papier de revue. Pour cette
preuve, nous avons encore utilisé la méme démarche que celle
présentées dans [10] pour le cas Gaussien.

1
Gf”n =K (OéI]wZ +B |: (])\4

ot v et B sont définis dans ’Eq (8).



11 faut tout d’abord polarisé la métrique (7) :

1
grim (R1,R2) = = (9fim (R1 + R2,R1 + Ro) —

4
grim (R1 —Ro,R1 —R3)) (11)

ou R; et Ry sont des matrices de covariances. On choisit en-
suite une base orthonormale pour 1’espace tangent a la matrice
R:

D}, = R'/?D/'R!/? (12)

ou h correspond au cas réel r ou imaginaire ¢m (avec le cas
particulier des éléments diagonaux D;; uniquement en réels).
Les matrices D?jo composent donc la base orthonormale pour
I’espace tangent a la matrice I :

DY, 1 pour élément (i,i) et 0 partout ailleurs
D70 = 27z pour élément (i.j) et (j.i) et 0 partout ailleurs
Dm0 = 273,/—1 pour élément (i,j) et

—273/—1 pour élément (j,i) et 0 partout ailleurs
(13)
Finalement, on peut calculer la matrice d’information de Fisher
a partir de I’Eq. (11) et de la base {DZ} définie ci-dessus. [J

Remarque 3.1. Cas particulier Gaussien
Dans le cas Gaussien nous avons le résultat suivant :

G pim = Kl (14)

En comparant ce résultat avec celui obtenu dans I’Eq. (10), on
note que ce dernier conduit a un résultat plus structuré ainsi
que 'intégration des parametres « et 3 (qui sont fonctions des
paramétres de la loi comme la fonction génératrice g(t)).

3.3 Inégalité entre Borne de Cramer Rao Intrin-
seque et Erreur Quadratique Moyenne dans
la distance naturelle

Tout d’abord pour définir la relation reliant la BCR intrin-
seque a ’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) sur la variété
Riemannienne, il est nécessaire de définir la distance entre 2
matrices quand les données sont distribuées selon une loi ellip-
tique complexe. A partir de la métrique calculée dans la propo-
sition 3.1, nous calculons la distance associée dans la proposi-
tion suivante.

Proposition 3.3. Distance sur la variété Riemannienne pour
des données elliptiques complexes

Soient R1 et Ry deux matrices de covariance issues d’une
distribution elliptique complexe de méme générateur g, la dis-
tance naturelle entre ces deux matrices est donnée par :

M M 2
dnatural(R1, Ro) = @y " log? \; + 3 (Z log AZ-) (15)

i=1 i=1

o «v et B sont définis dans U'Eq (8) et {\;} sont les valeurs
propres de la matrice Rfle

Démonstration. La preuve reprend les étapes du cas Gaussien
pour passer de la métrique a la distance. Tout d’abord, on vé-
rifie que la géodésique utilisée dans le cas Gaussien est aussi
valable dans le cas elliptique et ensuite le démonstration est
directe [12, 13, 14]. O

Dans le cas Gaussien, nous retrouvons la distance bien connue
comprenant seulement le premier terme avec o = 1.
Finalement nous obtenons la proposition finale ci-dessous.

Proposition 3.4. Lien entre BCR intrinséque et erreur qua-
dratique moyenne sur la distance naturelle
La BCR intrinseque et [’erreur quadratique moyenne sur la dis-
tance naturelle entre R et un estimateur non biaisé R sont re-
liées par I'inégalité suivante :

E[d} orural (R R)] 2 Tr (G,

natural fi

(16)
ot G f4m, est défini dans I’Eq (10).

Démonstration. La preuve est quasi identique a celle du théo-
reme 4 de [10]. O

4 Simulations

Pour valider nos résultats et comparer les performances d’es-
timateurs, nous utilisons la t-distribution définie par son degré
de liberté d qui fait partie de la famille des distributions ellip-
tiques complexes. Dans ce cas, des formules analytiques sont
disponibles pour les paramétres a et 8 de I'Eq. (8) :

a =1

2 (17)
CE VY
Pour cette distribution, nous avons aussi une forme simple pour
I’estimateur du maximum de vraisemblance de la matrice :

1 & 2M +d .

- ~ ZyZ),
K o d+ QZHRMlLEzk

Rorp = (18)

Nous com}garerons ses performances a celles de la SCM, Rgc M=
(1/K) > 4_, z1zi etde I'estimateur de Tyler :

K

- M
Rry = 4= Z
K k=1

H
e (19)
zH Rr,i2Zk

La vraie matrice de covariance a pour élément R(i,j) =
pl*=7l. Nous calculons ainsi la CRB en utilisant la formule
Tr(G}ilm) et ’Eq (10). Nous estimons ensuite les EQMs na-
turelles E[d? ,,,..;(R, R)] pour les 3 estimateurs en effectuant
10000 tirages de Monte-Carlo.

Sur la figure 1, le degré de liberté est choisi tres fort et donc
nous sommes proches d’une distribution Gaussienne. Nous mon-
trons la BCR naturelle ainsi que les EQMs naturelles pour les
3 estimateurs, SCM, MLE et Tyler. On peut noter que la BCR

est bien une borne inférieure et que la SCM et le MLE ont des
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FIGURE 1 — CRB naturelle, EQMs naturelles pour la SCM, le
MLE et Tyler. m = 6, p = 0.9 et d = 100.

performances treés proches ce qui est tout a fait attendu. En re-
vanche, I’estimateur de Tyler a de moins bonnes performances
ce qui rejoint les analyses faites par exemple dans [15].

Sur la figue 2, nous montrons les mémes courbes pour un cas
plus hétérogene (non Gaussien) avec d = 10. Le MLE a dans
ce cas toujours de bonnes performances tandis que celles de la
SCM sont fortement dégradées. Au contraire, les performances
de I’estimateur de Tyler sont un peu meilleures que dans le cas
quasi-Gaussien.

BCR et EQMs naturelles pour t-distribution d=10
a T T T T T T T T T
: : : : : ——BCR naturelle
—#— EQM naturelle SCM
EQM naturelle MLE
EQM naturelle Tyl

ECIM naturelle (dB)

i 1 i i 1 i 1 i i
0 100 200 300 400 500 OO 70O SO0 500 1000
Mombre de données K

FIGURE 2 — CRB naturelle, EQMs naturelles pour la SCM, le
MLE et Tyler. m =6, p = 0.9 etd = 10.

5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons proposé une expression de la
borne de Cramér-Rao intrinseéque pour la matrice de covariance

issue de données distribuées selon une loi elliptique complexe.
Cette dérivation s’appuie sur la propriété géométrique que les
matrices de covariance appartiennent a une variété Rieman-
nienne. Ce calcul nous a permis aussi de définir une nouvelle
distance naturelle sur cette variété associée aux distributions el-
liptiques complexes. Les simulations sur des données t-distribuées
ont permis de valider notre résultat de BCR et de retrouver cer-
taines conclusions de la littérature sur le comportement de la
SCM et de I’estimateur de Tyler.

En perspectives, nous analyserons plus finement nos résul-
tats afin d’exhiber les différences avec la BCR développée dans [9]
ce qui devrait permettre de mesurer I’apport de la géométrie
Riemannienne dans I’étude des bornes inférieures de I’EQM.
Finalement, nous essaieront d’étendre ce calcul aux BCR pour
des projecteurs et/ou de smatrices structurées.
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